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Es wird ein Tabellenwerk beschrieben, das bei der Analyse von Rotationsspektren asymmetrischer 
Kreisel von Nutzen ist. 

Es werden Formeln für Erwartungswerte angegeben, die sich aus den tabellierten Werten in ein-
facher Weise beredinen lassen. Die Anwendungsmöglichkeiten werden erläutert. 

In den Tabellen zur Analyse von Rotationsspek-
tren 1 sind die reduzierte Energie Ej,z(x) des star-
ren asymmetrischen Kreisels und die Erwartungs-
werte folgender gerader Potenzen der Komponenten 
PA, PF,, PC des Drehimpulsoperators P, nämlich 

( P a 2 ( * ) ) j . r , {Pb2(*))j.r = h* ^ ^ , 

{PC2(X))J,T u n d (PC*(X))J,r 

im System der Eigenfunktionen des starren asym-
metrischen Kreisels gegeben. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die An-
wendungsmöglichkeiten der Tabellen bei der Ana-
lyse der Rotationsspektren zusammenzufassen. 

Der Bereich der Tabelle ist: 
Asymmetrieparameter x = 0 bis x = 1 

Drehimpulsquantenzahl / : 

] = 2 bis ]= 5 1 , Ax = 0 ,002; 
] = 6 bis / = 12 2 , Ax = 0 ,005; 
7 = 13 bis ] = 20\ Ax = 0,01 . 

Pseudoquantenzahl3 r = K _ — K + , — J ^ r ^ J . 
Für negative Werte des Asymmetrieparameters x, 
dessen Grenzfall x = — 1 einen verlängerten (pro-
late) symmetrischen Kreisel charakterisiert, der a 
zur Quantisierungsachse hat, erhält man die Zahlen-
werte aus den vertafelten Werten nach den Bezie-
hungen (1) 

EJ,T{X) = - E J , - z { - x ) , ( l a ) 

(Pa2(x))j.r=(Pc2(-x))j.-r, ( l b ) 
(PbHx))j,r=(PbH-*))j.-r (IC) 

1 H. DREIZLER U. R. PETER, J . Chem. Phys. 3 9 , 1132 N [1963]. 
Kopien der Tabellen sind von H. DREIZLER, Physikalisches 
Institut der Universität Freiburg i. Br., Hermann-Herder-
Str. 3, erhältlich. 

2 H. DREIZLER, R . PETER U. H. D . RUDOLPH, in Vorbereitung. 
3 G. W . KING, R . M. HAINER U. P. C . CROSS, J. Chem. Phys. 

1 1 , 2 7 [1943]. 
4 J . M . BENETT, I . G . R o s s u. E . J . WELLS, J . M o l . S p e c t r . 4 , 

342 [I960] . 

oder 
3 E J , T ( X ) _ 3 E / , _ t ( - x ) 

dx dx 

( P c H x ) ) j , r = ( P a H - x ) ) j , - r , ( l d ) 
(PaHx))j,r = (PcH-x))j,-r, ( l e ) 
W(x))j,r=(PbH-x))j,-r. d f ) 
( P C H X ) ) J , R = ( P A H - * ) ) J . - R , ( l g ) 

Wählt man anstelle r in (1) die Pseudoquantenzahl 
K_ K + , so ersetzt mn den Index r und nm den 
Index — r . 

In den Tabellen sind jeweils die Werte von 

£ / . . ( * ) , W ( « ) } / . . , W ( * ) } / . T , 
( P 2 ( X ) ) J , X u n d (PC*(X))J,r 

für ein Niveau J , r bzw. / , K + übereinander in 
einem Block vereinigt. Die Blöcke folgen fallendem r. 

ist dimensionslos, ( P A 2 ) / . T , ( P B 2 ) J , r und 
( P 2 ) J , R ist in Einheiten von H2, (Pc4)J,T in Ein-
heiten von H4 angegeben. 

Die Berechnung von EJ,T(X) wurde mit Hilfe des 
Quotienten-Differenzen-Algorithmus durchgeführt4. 
Für ( P 2 ) J, t und (PCA)J, r wurde die Formel (23) 
von K I V E L S O N und W I L S O N 5 benutzt. 

{ P 2 ) J , r und {PB2)J,T = h2dEj,rßx ergab sich 
mit Hilfe von Ej,r(x) und ( P 2 ) J , X nach den For-
meln (11.23) aus 6 . 

Alle Rechnungen wurden mit 20 Stellen durchge-
führt, die Ergebnise auf die wiedergegebene Stellen-
zahl gerundet6a. Mit einfachen Rechnungen lassen sich 
aus den tabellierten Größen weitere Erwartungs-
werte gewinnen 7 ' 8 . 

5 D . KIVELSON U . E . B . WILSON JR., J . Chem. Phys. 20, 1 5 7 5 

[ 1 9 5 2 ] . 
6 M. W . P. STRANDBERG, Microwave Spectroscopy, Methuen 

& Co. Ltd., London 1954, p. 17. 
6» Das sind 15 Stellen für Ej,z(x) und 10 Stellen für die 

anderen Größen. 
7 R . H. SCHWENDEMAN, priv. Mitteilung 1 9 6 4 . 
8 H. D. RUDOLPH, Z. Naturforschg. 21 a, 1 7 2 0 [ 1 9 6 6 ] . 
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Für x ^ 0 , also den abgeplatteten (oblate) Krei-
sel gilt: 

+ ( W M - W ( * ) ) h ) , ( 2 a) 

+ 41)2 ((PcH*))j,r-(Pc2(x))h) • (2b) 

Die Werte für x 0 , also den verlängerten (pro-
late) Kreisel, erhält man mit (1 e) und ( l f ) . 

Weiterhin kann man aus den tabellierten Größen 
berechnen: 

i ( Pa2 Pb2 + Pb2 P 2 ) J. r = (Pa2 (*) )j. r ( Pb2 (*) )j. x 

- ^ y i < W < « > ( p c 2 ( * ) ) h ) , ( 3 a) 

i (Pb2P2 + P2Pb2)j,r = (Pb2(x))j,x(P2(x))j,r 

+ ^ T ( W ( « ) )j,r- (Pc2(*) )h) , (3 b) 

\ (Pc2Pa2 + Pa2Pc2)j,r= (PC2 M ) J, r (Pa2 (x) ) J, r 

~ ((PcH*) )j,r~ (Pc2(*) )h) • (3 C) 

Für die Berechnung der Erwartungswerte für x ^ 0 
kann man die folgenden Beziehungen benutzen: 

(Pa2(*) Pb2(*)+Pb2(x) Pa2(*))j.r 
= (P2(-X) Pb2 ( - X) + JV ( - X) P2 ( - *) ) J, -r , 

( l h ) 

(Pa2(*) Pc2(*)+Pc2(x)Pa2(x))j,r 
= ( P a 2 ( - x ) P 2 ( - x ) + P 2 ( - x ) Pa2(-*))J,-T 

( I i ) 
Im Gebiet der Rotationsspektren sind zur Zeit fol-

gende Anwendungen üblich: 

1. Rotationsenergie eines starren asymmetrischen 
Kreisels 3 

Wj,r=\{A+C) /(/+ 1) + i(A-C) Ej,r(x). (4) 

Die Berechnung des Rotationsspektrums erfolgt 
nach den bekannten Auswahlregeln. 

Ist ein Rotationsspektrum eines starren asymme-
trischen Kreisels vermessen, sind aber nur Nähe-
rungswerte [(A + C)/2]0, [{A — C ) / 2 ] 0 und [x]0 

bekannt, so basiert eine optimalisierende Berech-
nung dieser drei Größen auf der Beziehung 

Wj,r = Wj,r([(A + C)l2]0, [{A — C)/2]0, M O ) 
4 - / ( 7 + 1 ) d[iA + C)l2] + Ej.rii*]o) d[(A-C)/2] 

2. Rotationsenergie eines zentrifugalverzerrten 
asymmetrischen Kreisels 

In einer Näherung erster Ordnung gaben K I V E L -

S O N und W I L S O N 5 eine Formel, die kürzlich von 
W A T S O N 9 korrigiert wurde, nachdem bei der Anwen-
dung auf nicht-planare Moleküle Schwierigkeiten 
auftraten 10 . W A T S O N beseitigte eine in der Formel 
von K I V E L S O N und W I L S O N vorhandene, aber nicht 
offenkundige lineare Abhängigkeit. Die Formel 
wurde inzwischen numerisch erprobt 
'Wj,r=Wj,r-djJ2(J+l)2-djKJ(J+l)(Pz2)j,r 

-dK(P*)j,r-dwjWj,TJU+l) (6) 

— dwK W J , t ( P 2 ) J , X . 

Hierin sind die d die folgenden Größen 
dj= Dj — 2dj(ß + y)/(ß — y) — 2 / ? 6 , 

dJK= DJK-2odj + 4{R5 + 2oR6) 
•(ß + y ) / ( ß - y ) + 1 2 R 6 , 

dK = D k + 4 O ( R 5 + 2O R6) - 1 0 Ä e , ( 7 ) 

dwj = 4 öj/ (ß — y), 
dWK= — 8 ( R 5 + 2 OR6)/(ß — y) 

mit 
ö= (2 a —ß— y)I (ß— y). 

Für die Wj,T gilt streng genommen folgendes: Im 
letzten und vorletzten Korrekturterm ist Wj, T die 
Rotationsenergie des starren asymmetrischen Rota-
tors mit den Rotationskonstanten a, ß, y 

Wj,r = a(P2)+ß{P2)+y(P2) . 

Ebenso sind die Matrixelemente ( ) im 2. bis 6. 
Term für einen Rotator gebildet, dessen Asymme-
trie durch den Satz a, ß, y gegeben wird. Der erste 
Term hingegen ist die Rotationsenergie mit gering-
fügig korrigierten Rotationskonstanten. Diese Rota-
tionskonstanten sind (bis auf Größen 2. Ordnung 
in den Korrekturen): 

A* = A + 16 R 6 , 

ß* = ß — 16 Re(a — y)/(ß — y), (8) 

y* = y + 16R6(a-ß)/(ß-y). 

Man wird jedoch keinen wesentlichen Fehler bege-
hen, wenn man auch in den Korrekturtermen 2 bis 6 
die Größe Wj, x mit dem durch den ersten Term ge-
gebenen Ausdruck 

z*(P2)* + ß*(P2)* + y*(P2)* 

9 J . K . G . WATSON, J . Chem. Phys. 4 5 , 1 3 6 0 [ 1 9 6 6 ] . 
1 0 H . DREIZLER U. G. DENDL, Z. Naturforschg. 2 0 a, 3 0 [ 1 9 6 5 ] . 

— H . DREIZLER U . H . D . RUDOLPH, Z. Naturforschg. 2 0 a, 7 5 0 

[ 1 9 6 5 ] . 
1 1 H . DREIZLER, Z. Naturforschg. 2 1 a, 1719 [1966]. 



und ebenso die Matrixelemente ( ) mit ( )* identi-
fiziert. So ist hier Formel (6) zu verstehen, wobei 
jetzt lediglich überall das Zeichen * weggelassen 
wurde. 

Die Bezeichnungsweise lehnt sich an 5 an. z ist die 
Quantisierungsachse. Die Rotationskonstanten und 
die fünf Zentrifugalaufweitungsparameter sind die 
Bestimmungsstücke des Rotationsspektrums eines 
zentrifugalverzerrten Moleküls. 

In Formel (6) kommt nicht unmittelbar zum Aus-
drude, daß sich die Korrektur auf Grund der Zentri-
fugalverzerrung, also der 2. bis 6. Terme, in Ab-
hängigkeit von nur einem Asymmetrieparameter 

entweder 
oder 
oder 

Diese Identifikation wird im einzelnen noch durch 
die gewählte Repräsentation (also die Zuordnung 
der Quantisierungsachse z zu einer der Hauptträg-
heitsachsen a, b, c) festgelegt. Besonders einfache 
Ausdrücke (7) erhält man, wenn (in der Reihen-
folge der vorstehenden Zeilen) die Repräsentation 
Ir, II1", IIIr gewählt wird. Die schon oben gemachte 
Bemerkung gilt hier entsprechend: Streng genom-
men hat der Asymmetrieparameter im 2. bis 6. Term 
einen geringfügig anderen Zahlenwert als er sich 
aus den Rotationskonstanten im ersten Term ergibt; 
doch wird man auch hier zwischen beiden praktisch 
nicht zu unterscheiden brauchen. Aus der Tatsache, 
daß die frühere Formulierung der Zentrifugalkor-
rektur nach K I V E L S O N und W I L S O N 5 , die in eine For-
mel (6) mit unterschiedlichem Asymmetrieparameter 
im ersten und im 2. bis 6. Term überführbar ist, bei 
der Anpassung eines Spektrums zu einer Fast-Ab-
hängigkeit des resultierenden Normalgleichungs-
systems führte, kann man sogar schließen, daß der 
genannte Unterschied in den beiden Asymmetrie-
Zahlenwerten offensichtlich nicht signifikant ist. 

3. Berechnung der Hyperfeinstruktur einer 
Rotationslinie infolge Kernquadrupolwechselwirkung, 

Kernspin-Kernspinwechselwirkung und 
Kernspin-Rotationswechselwirkung 

Die Zusatzenergie ist in erster Näherung 1 2 ' 1 3 , 
wenn nur ein Kern im Molekül ein (elektrisches) 

12 J. K. BRAGG, Phys. Rev. 74, 533 [1948]. 
13 J. K . BRAGG U. S. GOLDEN, Phys. Rev. 7 5 , 735 [ 1 9 4 9 ] . 

statt von drei Rotationskonstanten schreiben läßt. 
Diese Tatsache ist für numerische Rechnungen durch-
aus wichtig. Es sind die Matrixelemente ( ) ihrer 
Natur nach nur von einem Asymmetrieparameter 
abhängig, und W j , z im 5. und 6. Korrekturterm 
kann durch eine der gebräuchlichen Formen der „re-
duzierten" Energie direkt ersetzt werden, die nur 
von einem Asymmetrieparameter abhängen. Dies 
zeigt eine Betrachtung der Herleitung 9 von ( 6 ) . Die 
dann zuständigen Größen ergeben sich aus ( 7 ) , 
wenn man je nach benutztem Asymmetrieparameter 
und zugehöriger reduzierter Energie die a, ß, y der 
Formel (7) identifiziert mit 

Kernquadrupolmoment besitzt 

- T 7 ( 2 1 - 7 J % H C ( C + 1 ) - / ( / + 1 ) 
/ ( / + ! ) ] 

mit C = F(F +1) — / ( / + 1 ) - 7 ( 7 + 1 ) 

und 
2 _ fd*V , p 2\ 3 ! f _ / D 2 \ 

1 J - ( 7 + 1 ) ( 2 7 + 3 ) \ 3 A 2 { A > J ' T + D B 2 ^ B > J ' X 

+ dZ ( P c 2 ) j , r ) . 

Zwei der Größen Q(d2V/dg2) (g = a, b, c) sind die 
Bestimmungsstücke, da noch die LAPLACE-Gleidiung 
2 3 2 F / 3 g 2 = 0 erfüllt ist. Sind mehrere Kerne mit 
Kernquadrupolmoment vorhanden, so werden zu 
(9) analoge Formeln verwendet. 

Bei der Berechnung der Kernspin-Kernspinwech-
selwirkung und Kernspin-Rotationswechselwirkung 
bestimmen sich die Kopplungskonstanten aj>T und 
cj, T nach 1 4 : 

a j , T = — 3 ^ f f * " [ a 2 { p a 2 ) j t T + ß 2 { p b 2 ) j > r 

+ y 2 ( P c 2 ) j , r - * / ( / + 1 ) ] , ( 1 1 ) 

CJ, t — lMgg(P2)j,z. (12) 
0 

In (11) und (12 ) sind jun das Kernmagneton, g / i , 
g/2 die Kern-g-Faktoren, r der Abstand der Kerne 1 
und 2, a, ß, y die Richtungskosinus zwischen r und 

1 4 W . H . FLYGARE, J . Chem. Phys. 4 1 , 2 0 6 [ 1 9 6 4 ] . 

1, —bp, bp bei Wahl von bp und W[bp) 

1, x, — 1 bei Wahl von x und E(x) 

bß, —b0, 1 bei Wahl von b0 und IF(6 0 ) . 



den Hauptträgheitsachsen und Mgg die Konstanten 
der Spin-Rotationswechselwirkung in Hauptachsen-
richtung. 

4. Analyse der Torsionsfeinstruktur eines Rotations-
spektrums verursacht durch interne behinderte 

Rotation (Torsion) von Methylgruppen 

Bei einer genauen Analyse der Torsionsfeinstruk-
tur ist es häufig notwendig, die Störungsrechnung 
(VAN VLECK-Transformation), welche die in der Tor-
sionsquantenzahl v außerdiagonalen Elemente der 
Energie-Matrix erfaßt, bis zur 4. Ordnung auszu-
führen. Der für ein |i>) -Element gültige „ef-
fektive" Operator führt dann zu einer Modifizierung 
der Rotationskonstanten und zu den Korrekturter-
men: 

AtW^s + AzWj.,]{] + !) + A3J{J +1)2 

+ Ai J(J + 1) {P2) J, T (13) 
+ A5(P^)j,x + A6Wj.x(P2)j.x. 

Die Größen Ai sind hier Funktionen der Geometrie, 
der Massenverteilung und des Hinderungspotentials 
des Moleküls. Sie sind bei H E R S C H B A C H 15 für ein 
Molekül mit einer Methylgruppe, bei D R E I Z L E R und 
R U D O L P H 16 für ein Molekül mit zwei Methylgruppen 
angegeben. 

In Formel (13) kann wie in (6) Wj,x mit einer 
der reduzierten Energien identifiziert werden. Die 
Form der A-t modifiziert sich entsprechend. Die sechs 
in der Korrektur (13) auftretenden Funktionen bil-
den zusammen mit den drei in der ungestörten 
Energie auftretenden Größen (Px2), (Py2), {P2) 
ein abhängiges Funktionensystem, wie W A T S O N 9 ge-
zeigt hat. Das hindert jedoch bei der Anwendung 
nach Abschnitt 4 nicht, da die sechs Ai nicht selbst 
zu Bestimmungsstücken einer Anpassungsrechnung 

1 5 D . R . HERSCHBACH, J. Chem. Phys. 3 1 , 9 1 [ 1 9 5 9 ] . 

gemacht werden. Die At sind vielmehr Funktionen 
einer geringeren Anzahl von zu bestimmenden Para-
metern (Hinderungspotential, evtl. noch Trägheits-
moment der intern rotierenden Gruppe und Rich-
tungskosinusse zwischen interner Rotationsachse und 
Hauptachsensystem). 

Für die in unserer Tabelle vertafelten Größen exi-
stieren zur Zeit noch folgende, zum Teil erst in jüngster 
Zeit veröffentlichte Tabellen: 

T . E . TURNER , B. L. HICKS u. G. REITWIESNER , Ball. 
Res. Lab. Rep. No. 878, Sept. 1953, reproduziert im 
Anhang von C. H. TOWNES U. A. L. SCHAWLOW , Micro-
wave Spectroscopy, McGraw-Hill Book Co., New York 
1955: 

Ej, X(x); 7 = 1 bis 12; Ax = 0,01; 
8 Stellen angegeben. 

G. ERLANDSSON , Ark. Fysik 1 0 , 65 [1955] : 
Ej,x{x); 7 = 13 bis 40; Ax = 0,1; 

8 Stellen angegeben. 
C. T . F I K E , J . Chem. Phys. 3 1 , 5 6 8 [ 1 9 5 9 ] : 

Ej, X{x); 7 = 8 - 1 2 ; - 0 , 8 8 5 ^ x ^ - 0 , 9 7 5 ; 
Ax = 0,01; 
7 = 1 3 - 2 5 ; - 0 , 8 8 0 ^ x ^ - 0 , 9 8 0 ; 
Ax = 0,005; 

10 Stellen angegeben. 
J . W . BLAKER, M . SIDRAN U . A . KAERCHER, J . Chem. 

Phys. 37 684 [1962] : 
Ej, X{x); 7 = 1 bis 20; zlx = 0,001; 

8 Stellen signifikant. 
R. H. SCHWENDEMANN , priv. Mitt. 1964: 

W>J, r, W ) j . t; 7 = 1 bis 12, Ax = 0,1; 
7 Stellen signifikant. 

V. DOBYNS, J . Chem. Phys. 4 3 , 4534 [1965] : 
W h . r, W ) j , r , W h . r, W>J, rl 

7 = 1 - 1 2 ; Ax = 0,05; 7 Stellen signifikant. 
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1 6 H . DREIZLER U. H . D . RUDOLPH, Z . Naturforschg. 17 a, 7 1 2 
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