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Es wird ein Tabellenwerk beschrieben, das bei der Analyse von Rotationsspektren asymmetrischer

Kreisel von Nutzen ist.

Es werden Formeln fiir Erwartungswerte angegeben, die sich aus den tabellierten Werten in ein-
facher Weise berechnen lassen. Die Anwendungsmaoglichkeiten werden erldutert.

In den Tabellen zur Analyse von Rotationsspek-
tren! sind die reduzierte Energie E;, (%) des star-
ren asymmetrischen Kreisels und die Erwartungs-
werte folgender gerader Potenzen der Komponenten
P,, Py, P, des Drehimpulsoperators P, niamlich

(Paz(x) )J,t, (Pb2(7¢) )J,z=h2M

dx *
(P2 () ).+ (PA(2) )a,+

im System der Eigenfunktionen des starren asym-
metrischen Kreisels gegeben.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die An-
wendungsmoéglichkeiten der Tabellen bei der Ana-
lyse der Rotationsspektren zusammenzufassen.

Der Bereich der Tabelle ist:

und

Asymmetrieparameter %=0 bis x=1
Drehimpulsquantenzahl J:
J= 2 bis J= 51, Ax=0,002;
J= 6 bis /=122, A4x=0,005;
J=13 bis J=201, A4x=0,01.
Pseudoquantenzahl® =K_—-K,, —-J<t< ).

Fir negative Werte des Asymmetrieparameters ,
dessen Grenzfall x= —1 einen verldngerten (pro-
late) symmetrischen Kreisel charakterisiert, der a
zur Quantisierungsachse hat, erhilt man die Zahlen-
werte aus den vertafelten Werten nach den Bezie-
hungen (1)

Ej (%) = —Ej,—(—2), (1a)
(Pa2(%) )7,e=(P2(—%))s,—x, (1D)
(Po2(%) Yo, o= (Pp?(—x))1,—=  (Lc)

1 H. Drerzier u. R. PeTer, J. Chem. Phys. 39, 1132 N [1963].

Kopien der Tabellen sind von H. DrerzLer, Physikalisches

Institut der Universitdat Freiburg i. Br., Hermann-Herder-

Str. 3, erhaltlich.

H. Dreizrer, R. Peter u. H. D. Rupores, in Vorbereitung.

G. W. Kixe, R. M. Hainer u. P. C. Cross, J. Chem. Phys.

11, 27 [1943].

4 J. M. Bexerr, I. G. Ross u. E. J. WeLws, J. Mol. Spectr. 4,
342 [1960].

w

oder | JFe) _ OEs,_ (=
dx o ’
(PE(%) )a.o= (P (—2%) )1, —c, (1d)
(Pat(%) )7,x = (PA(—2) )1, -, (Lle)
(Ppt (%) )1, o= (Pp*(—%) )1, —r.  (11)
<Pc4(") )J,f=<Pa4("‘") >J,——1, (1 g)

Wahlt man anstelle 7 in (1) die Pseudoquantenzahl
K_K,, so ersetzt mn den Index v und nm den
Index —7.

In den Tabellen sind jeweils die Werte von

Er«(%), (Pl(%))1,c, (Po?(%))1x,
(PR2(%) )1« und (Pct(x) )7«
fiir ein Niveau J,7 bzw. J,K_ K, tubereinander in
einem Block vereinigt. Die Blocke folgen fallendem 7.
E;, (%) ist dimensionslos, (P,2)s,«, (Py?)s,« und
(P2);, ist in Einheiten von k2%, (P:*);,. in Ein-
heiten von kh* angegeben.

Die Berechnung von Ej,.(x*) wurde mit Hilfe des
Quotienten-Differenzen-Algorithmus durchgefiihrt 4.
Fir (P.2)s,- und (P.*)s,- wurde die Formel (23)
von Kiverson und WiLson ® benutzt.

(P2),: und (Py2)s,:=h203Eys,:/Ox ergab sich
mit Hilfe von E; (%) und (P.2)s, nach den For-
meln (II.23) aus 8.

Alle Rechnungen wurden mit 20 Stellen durchge-
fihrt, die Ergebnise auf die wiedergegebene Stellen-
zahl gerundet 2. Mit einfachen Rechnungen lassen sich
aus den tabellierten Groflen weitere Erwartungs-
werte gewinnen 7+ 8,

5 D. Kiversox u. E. B. WiLsox Jsr., J. Chem. Phys. 20, 1575
[1952].

6 M. W. P. StranpBerG, Microwave Spectroscopy, Methuen
& Co. Ltd., London 1954, p. 17.

%2 Das sind 15 Stellen fiir Es, (%) und 10 Stellen fiir die
anderen Groflen.

7 R. H. ScawenpEMAN, priv. Mitteilung 1964.

8 H. D. Ruporps, Z. Naturforschg. 21 a, 1720 [1966].
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Fiir x = 0, also den abgeplatteten (oblate) Krei-
sel gilt:

(Pat())1.0= (P2 () Y.
% 2 -
+ (25 (P2e)aa— (P2 ), (22)

x—1
(Ppt (%) )1,0= (P52 (%) )3
+ e (PAG) )= (P2(x))5.) . (2D)
Die Werte fiir x < 0, also den verldngerten (pro-

late) Kreisel, erhidlt man mit (1e) und (1{).
Weiterhin kann man aus den tabellierten Groflen

berechnen:
% (Pasz2+Pb2Pa2>J,r= <Pa2(x) )J,, (Pb2(;{) )J,'
- i(f_t%l' ((PA() )0.:— (P2(*))3:), (3a)

(PP PE+PEP?) 1, c= (Py?(%) )1,e (P (%) )1,

+ 2 ((PA) Yr.e— (PE() B) . (3D)
}(P2P2+P2PR) 1= (P2(%))1,e (P(%) ).s
— 21 (PAG) 0= (P2() ) . (o)

Fiir die Berechnung der Erwartungswerte fiir 2 < 0
kann man die folgenden Beziehungen benutzen:

(P® (%) Py? (%) +Py? (%) Pi®(%) )7,+
= (P2(—=%) Py?(—=) +P?(—%) P2(—%))s, s,
(1h)

(Pa? () P () + P? (%) Pg®(%) )1,
= (Pg2(—2) P2(—x) + P2 (—#) P (—#))s,—.
(11)
Im Gebiet der Rotationsspektren sind zur Zeit fol-
gende Anwendungen iiblich:

1. Rotationsenergie eines starren asymmetrischen
Kreisels3

Wie=3(A+C)J(J+1)+ 3(A—=C) Es,-(%). (4)

Die Berechnung des Rotationsspektrums erfolgt
nach den bekannten Auswahlregeln.

Ist ein Rotationsspektrum eines starren asymme-
trischen Kreisels vermessen, sind aber nur Nahe-
rungswerte [(4+C)/2]y, [(A—C)/2], und [x],
bekannt, so basiert eine optimalisierende Berech-
nung dieser drei Grofen auf der Beziehung

Wie=Wi5([(4+C)2]o, [(4-C)/[2]4, [#]0)
+J(J+1) 8[(4+C)/2]+E1,«([#]0) 6[(4-C) /2]

i [i@fé,;(i) Jo % (5)
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2. Rotationsenergie eines zentrifugalverzerrten
asymmetrischen Kreisels

In einer Ndherung erster Ordnung gaben Kiver-
son und WiLson? eine Formel, die kiirzlich von
Warson ® korrigiert wurde, nachdem bei der Anwen-
dung auf nicht-planare Molekiile Schwierigkeiten
auftraten 1%, WaTtson beseitigte eine in der Formel
von Kiverson und WiLson vorhandene, aber nicht
offenkundige lineare Abhingigkeit. Die Formel
wurde inzwischen numerisch erprobt 1.

WJ,1=Wl,r—djp(]+1)2—djx.’(]+ 1) (P22>J,r
—dK(P24)J,r—dWJ WJ.rJ(]+ 1) (6)
—dwg Wi,:(P2)J,x.

Hierin sind die d die folgenden Grofien

dj=D;—26;(B+7)/(B—y) —2Rs,
dJK= D;g—2 061+4(R5+2 ORG)
“(B+7)(B—7) +12 R,
dg=Dg+40(Rs+20Rg) —10R,, (7
dws=40,/(B-7),
dwk= —8(R5+20Rg)/(B—7)

mit

o= (2a--7)/(B-7).
Fir die Wy, gilt streng genommen folgendes: Im
letzten und vorletzten Korrekturterm ist Wy, . die
Rotationsenergie des starren asymmetrischen Rota-
tors mit den Rotationskonstanten a, 5, ¥

Wie=a(P?2) +B8(P?) +7(Py) .

Ebenso sind die Matrixelemente ( ) im 2. bis 6.
Term fiir einen Rotator gebildet, dessen Asymme-
trie durch den Satz a, #, y gegeben wird. Der erste
Term hingegen ist die Rotationsenergie mit gering-
fiigig korrigierten Rotationskonstanten. Diese Rota-
tionskonstanten sind (bis auf Gréfen 2. Ordnung
in den Korrekturen) :

a*=a+16R6,
B*=B—-16Rg(a—7)/(B-7), (8)
P =7+16Rs(a—B)/(B-7).

Man wird jedoch keinen wesentlichen Fehler bege-
hen, wenn man auch in den Korrekturtermen 2 bis 6
die GroBe W, mit dem durch den ersten Term ge-
gebenen Ausdruck

oa*(P2)*+B%(P2)* +7"(P,)*

9 J. K. G. Warsox, J. Chem. Phys. 45, 1360 [1966].

10 H. Dreizier u. G. Denpi, Z. Naturforschg. 20 a, 30 [1965].
— H.Drerzier u. H. D. Ruporrn, Z. Naturforschg. 20 a, 750
[1965].

11 H. Dreizier, Z. Naturforschg. 21 a, 1719 [1966].
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und ebenso die Matrixelemente { ) mit ( )* identi-
fiziert. So ist hier Formel (6) zu verstehen, wobei
jetzt lediglich tiberall das Zeichen * weggelassen
wurde.

Die Bezeichnungsweise lehnt sich an 5 an. z ist die
Quantisierungsachse. Die Rotationskonstanten und
die finf Zentrifugalaufweitungsparameter sind die
Bestimmungsstiicke des Rotationsspektrums eines
zentrifugalverzerrten Molekiils.

In Formel (6) kommt nicht unmittelbar zum Aus-
druck, daB sich die Korrektur auf Grund der Zentri-
fugalverzerrung, also der 2. bis 6. Terme, in Ab-
hdngigkeit von nur einem Asymmetrieparameter

H. DREIZLER, R.PETER UND H.D. RUDOLPH

statt von drei Rotationskonstanten schreiben liBt.
Diese Tatsache ist fiir numerische Rechnungen durch-
aus wichtig. Es sind die Matrixelemente { ) ihrer
Natur nach nur von einem Asymmetrieparameter
abhingig, und W,,. im 5. und 6. Korrekturterm
kann durch eine der gebrduchlichen Formen der ,,re-
duzierten“ Energie direkt ersetzt werden, die nur
von einem Asymmetrieparameter abhingen. Dies
zeigt eine Betrachtung der Herleitung ? von (6). Die
dann zustindigen Groflen ergeben sich aus (7),
wenn man je nach benutztem Asymmetrieparameter
und zugehoriger reduzierter Energie die a, f, y der
Formel (7) identifiziert mit

entweder 1, —b,, b, bei Wahl von b, und W (b,)
oder 1, #, —1 bei Wahl von # und E(%)
oder b,, —b,, 1 bei Wahl von b, und W(b,) .

Diese Identifikation wird im einzelnen noch durch
die gewihlte Reprisentation (also die Zuordnung
der Quantisierungsachse z zu einer der Haupttrig-
heitsachsen a, b, c) festgelegt. Besonders einfache
Ausdriicke (7) erhilt man, wenn (in der Reihen-
folge der vorstehenden Zeilen) die Reprisentation
I, II7, III* gewahlt wird. Die schon oben gemachte
Bemerkung gilt hier entsprechend: Streng genom-
men hat der Asymmetrieparameter im 2. bis 6. Term
einen geringfiigig anderen Zahlenwert als er sich
aus den Rotationskonstanten im ersten Term ergibt;
doch wird man auch hier zwischen beiden praktisch
nicht zu unterscheiden brauchen. Aus der Tatsache,
daB die frithere Formulierung der Zentrifugalkor-
rektur nach KiveLson und WiLson %, die in eine For-
mel (6) mit unterschiedlichem Asymmetrieparameter
im ersten und im 2. bis 6. Term iiberfiihrbar ist, bei
der Anpassung eines Spektrums zu einer Fast-Ab-
hingigkeit des resultierenden Normalgleichungs-
systems fiihrte, kann man sogar schlieBen, daf der
genannte Unterschied in den beiden Asymmetrie-
Zahlenwerten offensichtlich nicht signifikant ist.

3. Berechnung der Hyperfeinstruktur einer
Rotationslinieinfolge Kernquadrupolwechselwirkung,
Kernspin-Kernspinwechselwirkung und
Kernspin-Rotationswechselwirkung

Die Zusatzenergie ist in erster Naherung!® 13,

wenn nur ein Kern im Molekiil ein (elektrisches)

12 J, K. Brace, Phys. Rev. 74, 533 [1948].
13 J, K. Brace u. S. Gorpexn, Phys. Rev. 75, 735 [1949].

Kernquadrupolmoment besitzt
1 eqsQ

WQ=31(21—_1”(—21_—1) iC(C+1)-I(I+1)
J(J+1)]

mit C=FF+1)— I(I+1)-J(J+1)

und

2 4 4
Y=g+ (21+3){3a’ (Pa) 1o+ g (Po?)r.e
v
== 32 (ch)l,r }.

Zwei der GroBen Q(32V/3g?) (g=a, b, c) sind die
Bestimmungsstiicke, da noch die Laprace-Gleichung
3 32V /3g% =0 erfiillt ist. Sind mehrere Kerne mit
Kernquadrupolmoment vorhanden, so werden zu
(9) analoge Formeln verwendet.

Bei der Berechnung der Kernspin-Kernspinwech-
selwirkung und Kernspin-Rotationswechselwirkung

bestimmen sich die Kopplungskonstanten aj. und
cJ,- nach 14:

2
Qo= 3 LEELER [Py 4 BHPs)s,
+72(P2)1,.— 3J(J+1)],
Cl,t= ZM00<P02>1,1.
g

(11)
(12)
In (11) und (12) sind u, das Kernmagneton, g,

gr2 die Kern-g-Faktoren, r der Abstand der Kerne 1
und 2, a, f, ¥ die Richtungskosinus zwischen r und

14 W. H. Frycarg, J. Chem. Phys. 41, 206 [1964].
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den Haupttragheitsachsen und M,, die Konstanten
der Spin-Rotationswechselwirkung in Hauptachsen-
richtung.

4. Analyse der Torsionsfeinstruktur eines Rotations-
spektrums verursacht durch interne behinderte
Rotation (Torsion) von Methylgruppen

Bei einer genauen Analyse der Torsionsfeinstruk-
tur ist es haufig notwendig, die Storungsrechnung
(vaN Vieck-Transformation), welche die in der Tor-
sionsquantenzahl v auflerdiagonalen Elemente der
Energie-Matrix erfait, bis zur 4. Ordnung auszu-
fiilhren. Der fiir ein (v| |v)-Element giiltige ,.ef-
fektive‘ Operator fithrt dann zu einer Modifizierung
der Rotationskonstanten und zu den Korrekturter-
men:

A W5+ As Wi J(J+1) + 431 (J +1)2
+A4,J(J+1)(P2)J,«
+As(PA) s, o+ AgWi,:(P2)J,x.

Die GroBen A; sind hier Funktionen der Geometrie,
der Massenverteilung und des Hinderungspotentials
des Molekiils. Sie sind bei HerscuBacu!® fiir ein
Molekiil mit einer Methylgruppe, bei DrerzLEr und
Rupovpn !¢ fiir ein Molekil mit zwei Methylgruppen
angegeben.

In Formel (13) kann wie in (6) W, mit einer
der reduzierten Energien identifiziert werden. Die
Form der 4; modifiziert sich entsprechend. Die sechs
in der Korrektur (13) auftretenden Funktionen bil-
den zusammen mit den drei in der ungestorten
Energie auftretenden GroBen (P,%), (P,*), (P,?)
ein abhingiges Funktionensystem, wie Watson ® ge-
zeigt hat. Das hindert jedoch bei der Anwendung
nach Abschnitt 4 nicht, da die sechs A; nicht selbst

zu Bestimmungsstiicken einer Anpassungsrechnung

(13)

15 D. R. Herscusacy, J. Chem. Phys. 31, 91 [1959].
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gemacht werden. Die A4; sind vielmehr Funktionen
einer geringeren Anzahl von zu bestimmenden Para-
metern (Hinderungspotential, evtl. noch Tragheits-
moment der intern rotierenden Gruppe und Rich-
tungskosinusse zwischen interner Rotationsachse und
Hauptachsensystem).

Fiir die in unserer Tabelle vertafelten GroBen exi-
stieren zur Zeit noch folgende, zum Teil erst in jlingster
Zeit veroffentlichte Tabellen:

T. E. Turner, B. L. Hicks u. G. Rerrwiesner, Ball.
Res. Lab. Rep. No. 878, Sept. 1953, reproduziert im
Anhang von C. H. Townes u. A. L. Scuawrow, Micro-
wave Spectroscopy, McGraw-Hill Book Co., New York
1955:

Ej .(%); J=1Dbis12; 4x=0,01;
8 Stellen angegeben.

G. Ervanpsson, Ark. Fysik 10, 65 [1955] :

Ej .(%); J=13bis40; A4x=0,1;
8 Stellen angegeben.

C. T. Fikg, J. Chem. Phys. 31, 568 [1959] :

Ej.(%); J= 8—-12; —0,885 <% < —0,975;

A»x=0,01;
J=13-25; —0,880 <% < —0,980;
A% =0,005;

10 Stellen angegeben.
J. W. Braker, M. Smran u. A. KagrcHER, J. Chem.
Phys. 37, 684 [1962] :
Ej :(%); J=1Dbis20; A4»x=0,001;
8 Stellen signifikant.
R. H. ScewENDEMANN, priv. Mitt. 1964:
<P22>J,1 ’ <P24>J,1; J:‘]- bis 12, A%=0,1;
7 Stellen signifikant.
V.Dosyxs, J. Chem. Phys. 43, 4534 [1965] :
<P(12>J,t9 <P¢:2>J,1a <Pa4>1,17 <P04>J,1;
J=1-12; A4x=0,05; 7 Stellen signifikant.

Die Rechnungen und die Reproduktion wurden uns
durch die Benutzung der Siemens 2002-Rechenanlage
des Instituts fiir angewandte Mathematik der Universi-
tdt Freiburg i.Br., aufgestellt mit Mitteln der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft, und durch eine Beihilfe
der Wissenschaftlichen Gesellschaft Freiburg erméglicht.

16 H. DrerzLer u. H. D. Rupovren, Z. Naturforschg. 17 a, 712
[1962].



